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ΘΕΜΑ 1Ο  

Α. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 224. 

Β. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδα 188. 

Γ.  α. Σωστό 

     β. Σωστό  

     γ. Λάθος 

     δ. Λάθος 

     ε. Σωστό 

 

ΘΕΜΑ 2Ο  

 

α. Έστω   z x yi= +

( ) ( ) ( ) ( )2 i z 2 i z 8 0 2z iz 2z iz 8 0 2 z z i z z 8 0
2 2x i2yi 8 0 4x 2y 8 0 y 2x 4 0
− + + − = ⇔ − + + − = ⇔ + − − − = ⇔

⋅ − − = ⇔ + − = ⇔ + − =
 

Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z είναι ευθεία με εξίσωση  

 y 2x 4 0  (1)+ − =

 

β. Έστω  1 1z    άρα z x 0i x∈ℜ = + =

Τότε οι συντεταγμένες των εικόνων ( )x,  0  ικανοποιούν την (1) άρα   

0 2x 4 0 x 2+ − = ⇔ = 1 z 2 0i  άρα  = +

i+

 

Έστω  2 2z  άρα z 0 y∈ =I

Τότε οι συντεταγμένες των εικόνων ( )0, y  ικανοποιούν την  (1) άρα  

2y 2 0 4 0 y 4  οπότε    z 0 4i 4i+ ⋅ − = ⇔ = = + =  
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γ. 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2
2 2

1 2

2
1 1 1

2
2 2 2

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z
z z z z z z z z z z z z z z z z 2z z 2z z

2 z 2 z 2 4 2 16 40

ό   z 2  άρα z 2 z 4

          z 4i  άρα z 4 z 16

+ + − = + + + − − =

+ + + − − =

+ + + + − − + = +

+ = ⋅ + ⋅ =

δι τι = = ⇔ =

= = ⇔ =

=
 

 

ΘΕΜΑ   3Ο  

Α. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
f

1 x x 1
f x ln 1 x x 1 ln x 2 ln ,   D 1,

x 2
λ + + +

⎡ ⎤= λ + + + − + = = − +∞⎣ ⎦ +
 

Θεωρώ ότι  ( )x A,∈ +∞

( )

( ) ( )

2

x x

2

1 x x 1
lim f (x) lim ln

x 2

1 x x 1
έ  u 0 για κάθε x 1,

x 2

→+∞ →+∞

⎡ ⎤λ + + +
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦
λ + + +

θ τω = > ∈ − +∞
+

 

Διακρίνω περιπτώσεις: 

1. ( )
x x u

Αν lim u  τότε lim f x lim ln u  δεν ανήκει στο  άρα απορρίπτεται
→+∞ →+∞ →+∞

= +∞ = = +∞ ℜ

 

2. ( )
x x u 0

 lim u 0 τότε lim f x limln u  δεν ανήκει στο  άρα απορρίπτεται
→+∞ →+∞ →

Αν = = = −∞ ℜ

 

3. ( )
x x u

 lim u ,  0 τότε lim f x limln u ln
→+∞ →+∞ →

Αν = > = = ∈ℜ  

( )

( ) ( ) ( )

( )

2

x

2 2

x x x

2

x x x

x u 1

1 x x 1
Ά  πρέπει lim

x 2
 1 0

1 x x 1 1 x
lim lim lim 1 x

x 2 x
 1 0 1

0x x 1 x 1 x 1 xό  u  οπότε lim u lim lim 1
x 2 x 2 x 2 x

ά λ 1 οπότε lim f x lim l

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →

λ + + +
ρα =

+
Αν λ + >

λ + + + λ +
= = λ + = +∞

+
Αν λ + = ⇔ λ = −

+ + + +
τ τε = = = = =

+ + +
Τελικ = − = n u 0=
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Β.  

α) Για ( ) ( ) ( ) x 11 έ :  f x ln x 1 ln x 2 ln
x 2
+

λ = − χω = + − + =
+

 

Η f παραγωγίζεται στο  ως πράξη παραγωγίσιμων ( 1,− +∞)

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1 x 2 x 1f x ln x 1 ln x 2
x 1 x 2 x 1 x 2

1 0 στο 1,
x 1 x 2

+ − −′ ′′ = + − + = − = =
+ + + +

= > − +∞
+ +

   

Η f συνεχής στο  ( )1,− +∞  άρα η f στο ( )1,− +∞   

Σύνολο τιμών  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

1

x 2x 1
f 1, lim f x , lim f x ,0

+ →+∞→−
− +∞ = = −∞

( )

( )

x + 1w
x + 2

x 1 x 1 w 0x 1
w 0

x + 1 w
x + 2

x x w 1x
w 1

x 1lim f x lim ln    lim lnw   (1)
x 2

x 1lim f x lim ln    lim lnw ln1 0  (2)
x 2

=

=

+ + +
+

+

=

→− →− →→−
→

=

→+∞ →+∞ →→+∞
→

+⎡ ⎤= =⎢ ⎥+⎣ ⎦

+⎡ ⎤= =⎢ ⎥+⎣ ⎦

−∞

=

 

 

β) Η f  είναι συνεχής στο ( )fD 1,= − +∞  οπότε  η ύπαρξη ασύμπτωτων μελετάται 

 στο και στο+∞ . 1−

Επειδή έδειξα ότι   άρα η 
(3)

x 1
lim f (x)  

+→−
=−∞ x 1= −  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη  

της  δεξιά του fC 1.−  

Ομοίως έχω δείξει ότι 
(4)

x
lim f (x) 0 
→+∞

=  άρα η y = 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη  

της  στο +∞ . fC

 

γ)  2 2f (x) α 0 f (x) α ,   Ισχύει α 0+ = ⇔ = − − <2

Επειδή η f έχει σύνολο τιμών το ( ),0−∞  και το ( )2 ,0−α ∈ −∞  άρα η εξίσωση  

2f (x) = −α  έχει λύση στο (  και είναι μοναδική διότι η f είναι )1,− +∞  

στο (   άρα και 1-1 )1,− +∞
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ΘΕΜΑ   4Ο  

α) [ ]2
2x

f (x) 2f (x)g(x) 3x ,   x 0,2
e

′ −
= − ∈  

Η f είναι παραγωγίσιμη στο [0, 2] οπότε 2f (x)−  παραγωγίσιμη στο [0, 2]. 

Η f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο [0, 2] ,οπότε η f (x)′ είναι  παραγωγίσιμη  

στο    [0, 2]. 
2xe  είναι παραγωγίσιμη στο ℜ  άρα και στο [0, 2] ως σύνθεση παραγωγίσιμων 

 στο ℜ  συναρτήσεων και   2xe 0≠

Η g είναι παραγωγίσιμη στο [0, 2] ως πράξη παραγωγίσιμων  οπότε είναι και συνεχής 

στο [0, 2] και παραγωγίσιμη στο (0, 2) 

( ) [ ] [ ]( )

[ ] [ ] [ ]

2x 2x
2

2x 4x

2x 2x 2x

4x 4x

2x

2

f (x) 2f (x) e f (x) 2f (x) ef (x) 2f (x)g (x) 3x 6x
e e

f (x) 2f (x) e f (x) 2f (x) 2e e f (x) 2f (x) 2f (x) 4f (x)
6x 6x

e e
f (x) 4f (x) 4f (x)6x    (1)

e
fΙσχύει:  g(0) = 3 0

′′′ ′ ′− − −′ −⎡ ⎤′′ = − = − =⎢ ⎥⎣ ⎦
′′ ′ ′ ′′ ′ ′− − − − − +

− = −

′′ ′− +
−

′
⋅ −

=

ό .

0

4ό .
2

4 4

(0) 2f (0) 2f (0) 2f (0)  0  (2)
e 1

f (2) 2f (2) 2f (2) 12e 2f (2)             g(2) = 3 2   12 12 12 0  (3)
e e

υπ θ

υπ θ

− −
= − =

′ − + −
⋅ − = − = − =

 

Άρα  g(0) = g(2) 

Επομένως πληρούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο [0, 2]. 

 

β) Αφού ισχύει το Θεώρημα Rolle θα υπάρχει  ξ ( )0, 2∈  τέτοιο ώστε 

( )
(1)

2
2

2 2

f ( ) 4f ( ) 4f ( )g ( ) 0 6 0 6 e f ( ) 4f ( ) 4f ( ) 0
e

6 e f ( ) 4f ( ) 4f ( ) 0 6 e 4f ( ) f ( ) 4f ( )

ξ
ξ

ξ ξ

′′ ′ξ − ξ + ξ′ ′′ ′ξ = ⇔ ξ− = ⇔ ξ − ξ − ξ + ξ = ⇔

′′ ′ ′ ′′ξ − ξ + ξ − ξ = ⇔ ξ + ξ = ξ + ξ
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γ) Από την (1) έχω 

[ ]

( ]

( )

( ) ( ) ( ]

2x

2x

2x

2x

2

f (x) 4f (x) 4f (x)g (x) 6x  για κάθε x 0,2
e

ό υπόθεση f (x) 4f (x) 4f (x) xe  για κάθε x 0,2

xeg (x) 6x 6x x x 6
e

xg (x) x 6 g (x) 6 , x 0,2
2

′′ ′− + ⎫′ = − ∈ ⎪⇒⎬
⎪′′ ′απ − + = κ ∈ ⎭

κ′ = − = − κ = − κ

′⎡ ⎤
′ ′= − κ ⇔ = − κ ∈⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

Από 2η συνέπεια του Θεωρήματος Μέσης Τιμής ισχύει ( ) ( ]
2xg(x) 6 c,   x 0,2

2
= − κ + ∈  

Υπολογίζω  το c και το κ 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ]

2
2

2

  x = 0:

0g(0) = 6 c x c 0         ό   g(x) = 62 2g(0) =0  από  (2)

  x = 2:

2g(2) = 6 2 6 0 6  ό   g (x) = x 6 6 0,   x 0,22
g(2) =0  από  (3)

Για

⎫
− κ + ⎪⇒ = Τ τε − κ⎬

⎪⎭

Για

⎫
− κ ⎪ ′⇒ − κ = ⇔ κ = Τ τε − = ∈⎬

⎪⎭

 

Από 1η συνέπεια του Θεωρήματος Μέσης Τιμής 

[ ] [ ]1
1

g(x) c   για κάθε x 0,2
c 0  δηλαδή g(x) = 0 για κάθε x 0,2

g(0) 0  από (2)
⎫= ∈ ⎪⇒ = ∈⎬

= ⎪⎭
 

 

δ) [ ]2
2x

f (x) 2f (x)g(x) 3x ,   x 0,2
e

′ −
= − ∈  

[ ]g(x) = 0 για κάθε x 0,2∈  άρα  Από (γ) ερώτημα  

( )

( )

2x 2x2x 2x
2 2 2

2x 4x 4x

3
2x

f (x)e e f (x)f (x) 2f (x) f (x)e 2e f (x)3x 0 3x 3x
e e e

f (x)x
e

′′ −′ ′− −
− = ⇔ = ⇔ = ⇔

′⎡ ⎤′ = ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Από 2η συνέπεια του Θεωρήματος Μέσης Τιμής  

[ ]3
2x

f (x)x c  για κάθε x 0,2
e

+ = ∈  
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Οπότε για x = 1 έχω: 
2( ό )

2 2

f (1) e1 c    1 c 1 c 1 c 0
e e

υπ θ

+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ =  

[ ]3 3 2x
2x

f (x)ό   x f (x) x e   για κάθε x 0,2
e

Τ τε = ⇔ = ∈  

 

ε) 

( )
 

( )

( )

x 0
3 2x 2x

2

22 2 2 22x 2x 2x
2x

2
1 1 1 11

24 2 2 222x 4 2x 4 4 2

1
1

2 22 4 2 4 2
4

f (x)f (x) x e xe    τότε
x

f (x) e xe edx xe dx x dx x dx
x 2 2 2

2e e 1 e 1 1 e 1e dx e e e e e
2 2 2 2 2 2 2 4

e 3e 1e e e 3e ee
2 4 4 4 4 4

≠

= ⇔ =

′⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ′= = = − =⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− − = − − = − − − =⎣ ⎦

−
− − + = − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫
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